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Quelques propriétés des nombres E&. 

Par M. M. d'Ocagne. 



ï. Les nombres que j'ai ici en vue sont ceux que j'ai étudiés dans un 
Mémoire paru en 1887 dans Y American Journal of Mathematics (p. 353), où 
je les définissais au moyen d'un triangle arithmétique analogue à celui de Pascal. 
Les renvois que l'on trouvera ici se rapportent à ce Mémoire. 

2. Soit un polynôme entier en x 

F(x) = «o + a x x + a 2 œ 2 + + a n x n . 

Ce polynôme peut toujours être mis sous la forme 

F{x) = b + bjx + btfc (x — 1) + . . . . + b n x (x — 1) (a; — (n — 1)) . 

Cherchons à calculer les coefficients b au moyen des coefficients a. Nous avons 
en donnant h x des différences successives égales à 1, 

A p F(x) = 1.2 p.b p + 2.3 (p + l)b p + 1 x 

+ 3.4 (p + 2)x(x — 1) + . . . . 

Donc A p F(0) =1.2 p. b p 

et h _ A p F{0) 

bp ~1.2....p' 

Mais la formule (15) de mon Mémoire donne 

i = B — P 

Or, J»+«(0) = (p + i){p + i - 1) . . . . (p + l)p . . . . 2. 1 a p+i ; 

par suite i=»^> 

A^(0) = 1.2 .. . .p2_, K £ +i a p+i , 

et b p = E*a p + ^#+1»*+ 1 + Kg+^p+i + + ^» a »- ( a ) 
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146 d'Ocagne : Quelques propriétés des nombres K p m . 

C'est de cette curieuse formule que nous allons ici tirer quelques propriétés 
des nombres K p . 

3. En premier lieu, faisons 

F(x)=l + x n . 
lia, formule (a) donne alors 

Par suite 

l+œ"= 1 + K*x + K%x(x — 1) + + KZx(x— 1) (x — (n — 1)) 

ou 
af"^ Z-i + Kl{x- 1) + .... + K-(x- l)(x- 2) . . . . (a;- (n- 1)). (/3) 

Nous retrouvons ainsi par une tout autre voie que celle contenue dans notre 
Mémoire la formule (24) de celui-ci. 

4. Faisons maintenant 

f{x) = (i + x ) n = i '+ c\x + cy + . . . . + O". 

Ici la formule (a) donne 

b = K p G p 4- K p i ,O p+1 4- 4- K p G n 

Mais, d'après la formule (/3) où on remplace x par œ 4- 1 et n par « + l,ona 

& = K p th 

conséquemment 

K p f}=. K p O p 4- K p , ,d p+1 4- -4- K p (l n 

formule qui peut encore s'écrire 

EU = K p zl + Ci-rKl-\ + Gl^Kf-l +....+ CZi p K p zl (y) 

Il est alors curieux de la comparer à la formule (3) de notre Mémoire. En 
effet, chacune de ces formules donne K p en fonction linéaire de 

JT-p-l JTP-l TTp-i 

c'est-à-dire, en nous reportant au triangle arithmétique de définition, de tous les 
nombres situés au-dessus de la rangée horizontale de K p , dans la colonne qui 
précède immédiatement la sienne. Or, lès coefficients de cette fonction linéaire 
sont, dans la formule (y), 

1) W — 1> t/n — 1) • • • • , wZf, 

et dans la formule (3) , 

1, P, f ^-». 
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On a, par exemple, 

et Kl — K\ + S. Kl + Z\K% = 7 -f 3.3 + 9.1 = 25. 

En convenant, comme nous l'avons fait dans notre Mémoire, de prendre K% = 
lorsque p > m , on peut écrire symboliquement la formule (y), d'après la nota- 
tion que nous avons proposée dans le Bulletin de la Société Mathématique de 

France (T. XV, p. 156), 

J S> = (Z*- 1 +1)"- 1 . (/) 

La formule (y) peut se vérifier h posteriori de la manière suivante : 
Il suffit de faire voir que la formule supposée vraie pour les nombres de la 
rangée horizontale d'indice m — 1 l'est encore pour la rangée d'indice m. 
Admettons donc que l'on ait 

k*-! = Kizi + ci_,kiz\ + ....+ c:zr-^=î, 

Klz\^Klzl + Cl_iK*zi+ ....+ Glzr x Klzl + ClzlK*z\. 

Alors 

pKl_ x + K*zl = P K*z} + K%zï + 02_, ( P K£ZÏ + K»zf) + .... 

+ gizv x W-\ + ^-i 2 ) + c%z$k$z!. 

Mais la formule (1) de notre Mémoire donne 
pKl_ x + Ki~\ = Kl, 
pK*z\ +E*Z?= (p - 1) Klz\ + jKÎZ? + i^Z, 1 = E*=l +1 + Klz\. 

L'égalité précédente devient donc 

Kl = K*z\ + K*z} + C2_, (IQzi + K*zl) + . . . . 

+ 6/:zr- 1 (^- 1 + J ff'/r 1 1 )+ ClZ$K*z\ 
= K%zl + (1 + di- % )KSzl + . . . . 

+ (Cïr*-» + ^rr 1 ) ^T 1 + (Cïr?- 1 + Cïzf) K*z\ 
= K*zl + G\_ x Klzl + .,,.+ Wzf-iJS*- 1 + CZz?K$zl; 

et la vérification se trouve ainsi faite. 

5. Faisons enfin 

F{x)~ (as— l)(as — 2) (as — n), 

ou, en représentant, comme dans notre Mémoire, par S* la somme des produits 
nàn des m premiers nombres, 

F(x) = (- 1)"/8Ï + (— l)"- 1 ^- 1 » + (— !)—»&"- V + - tf^"- 1 + œ". 
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La formule (a) donne ici 

h = (- i)*-*k*s:-* + (- i) n - p - 1 E$ +1 sr p - 1 +....- %>-& + s*, {i) 

Mais on a identiquement 

F(x) = x (ce— 1) (ce — (n — 1)) 

— n(cc— l){x— 2) (as — (n— 1)), 

(ce— l)(a:— 2) .... (x— (n — l)) = x{x— 1) (x — (n— 2)) 

— (n— l)(x— l)(x — 2) (» — (?i— 3)), 

(œ — 2)(» — 1) = x (x — 1) — 2 (x — 1) , 
x — 1 = as — 1. 

Multipliant respectivement ces identités par 

1, — n,n{n — 1), , (— l)"~ 2 w(n— 1) 3, (— 1)— ^(n — 1) '3.2, 

et faisant la somme, on a 

F(x) = (— ï) n n(n — 1) 2.1 + (— l)"- 1 ^— 1) 2.x 

+ (—l) n - 2 n(n — l) . . . S.x(x— ,1) + . . . + x(x— 1) . . . (x — (n— 1)). 

Par conséquent, 

et la formule (è) devient 

KZ-SIRS^+SIK»^- . . . . + (-l)*-'- 1 S:-'~ 1 ^ +1 + (—1)— »#;-*** 

= (— 1)— *n (n — 1) (p+1)- (s) 

Nous allons de cette formule en déduire une autre plus simple. Pour cela, 
remarquons que l'on a de même 

Kr x —sm-i + sm=î-. ••• + (- 1)— '/Sï-'jkj- 1 

+ (_ 1 )»-p+i / ^-i>+i^-i_(_ i)»-p+ïn(n — 1) i?. 

Multiplions l'égalité (e) par ^3 et ajoutons là à la dernière, en remarquant que 

Il vient 

ZS+i-SkZX+S'K*-!-. . .+(-l)-^-*J^ +1 +(-l)— *+ 1 ^—*+ 1 ^?=0. (0 

Ici se place une curieuse remarque. Il semble au premier abord que la pro- 
priété exprimée par cette égalité ne diffère pas de celle qui se traduit par la 
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formule (11) de notre Mémoire, que nous reproduisons ici 

ttp ,01 jtp 1 ,92 jtp 4. t 1 v 8p1?p n 

-"-m-f-p i^p ±y -m-^-p—l\ ^p^m + p — Z • • • • T ^ *■) Wj) JJ -i» V • 

En effet, le premier membre de chacune de ces égalités est de la forme 

Ki - S\K;_ X + S*K;_ % - S!K;_ 3 + ...., 

ce développement étant prolongé jusqu'à ce qu'il s'arrête de lui-même, c'est-à-dire 
jusqu'à ce qu'on arrive à un terme contenant soit S£, soit Kl. 

Cette expression donne le premier membre de la formule (£) lorsqu'on y 
fait à = [x. — 1 , et le premier membre de la formule (11) lorsqu'on y fait % = v. 

Or, on peut vérifier que cette expression ne s'annule pas toujours, quels que 
soient X, p, v. Prenons, par exemple, a,= 2, ^ = 5, t> = 3. Il vient 

Kl - S}K* + SIK! =25 -3. 6 + 2. 1 = 9. 

Il suit de là que, malgré l'analogie frappante de leur forme, les formules 
(£) et (11) expriment des propriétés parfaitement distinctes des nombres Kg. 

6. Cette différence s'accuse quand on veut, au moyen de l'une ou l'autre de 
ces formules, calculer les nombres SI, S%, S£. 

La formule (£) où on fait successivement p = n, n — 1, ...., 2, 1, donne 
pour le calcul de ces nombres les équations 

K% +1 -SIK: = 0, 

k:+\ - siKr 1 + sisizî = o , 



K n+1 -^SlKl+ S*K*_i- . ... + (- l)- 1 ^-» J K? = o > 

■S?+i - SX + StK-i -.... + (- 1)—^;- 1 ^ + (- lfS:Kl = 0. 

Quant à la formule (11) où on fait m= 1, 2, . . . . , n — 1, n, et p = n, 
elle donne les équations 

*?+i — S n lKJ»=0, 
ZZ+»-SiK: +l + SlKÏ = 0, 



Kï n _ x - S l n K? n _ z + SlK? n _ 3 _.... + (_ if-^Sr'K: = , 

J5& - SÏK£-i+ S* n K? n _ 2 -.... + (_i)»-i£»-ij£ +1 + (-îySZlQ = . 

Ces deux systèmes d'équations sont également commodes pour le calcul de 
S}, S'n, . . . . , Sn, mais dans le premier les coefficients sont les nombres du 
triangle arithmétique de définition, situés dans les n premières colonnes au-dessus 
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de la (n + 2) lèœe rangée, dans le second ce sont les nombres de la w lème colonne 
situés au-dessus de la (2n + i) lème rangée. 

Il entre ainsi dans le premier système d'équations - J~ — - nombres Kg et 

dans le' second il n'y en a que n + 1 . Mais il faut remarquer que sur les 

n (n + 3) 
v — - nombres Kg qui figurent dans le premier système les nombres 

K%, K„Zi, . . . . , Kg, d'une part, 1Q +1 , Kl , K% de l'autre sont tous égaux 

à Kï qui est égal à 1 . Il n'y a donc en réalité que ^ n ~j~ - — '- — (2n — 1) ou 

v (- 1 nombres Kg distincts parmi les coefficients du premier système, 

sans compter, bien entendu, les rencontres tout-à-fait fortuites qui peuvent se 
produire, comme, par exemple, K\ = K^ = 15. 

71 (tI — 1 ) 

Bien que à partir de n= 4, >2 + 1 soit toujours plus grand que n, 

le premier système est plus avantageux que le second parce que les nombres 
Kg qui y interviennent sont moins grands et sont, dans la formation du triangle 
arithmétique, calculés bien avant ceux qui figurent dans le second. Un exemple 
fera mieux saisir la portée de cette observation. Prenons n = 4. 
Le premier système sera alors 

10 — 4=0, 
25 — Qs\ + 6-1=0, 
15 — 7s\+3sl — «1 = 0, 
1— 4 + 4-4 + 4=0, 
et le second 

10 — 4=0, 
65 — 104 + 4 = 0, 
350— 65sJ+ 10s5— «2=0, 
1701 — 3504 + 65«J — 10^ + 4 = 0. 

Chacun de ces systèmes donne immédiatement par un calcul de proche en 
Proche s i— 10> 6 .a = 35f 4= 50, 4= 24, 

mais on voit combien le premier système est plus simple que le second. 
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7. Je signalerai encore deux remarques relatives aux nombres Kl que j'ai 
été amené à faire, depuis la publication de mon Mémoire, dans d'autres recueils. 

La première* consiste en ce que si on répète à propos de la formule (28) bis 
de ce Mémoire le raisonnement contenu dans le No. 4 du même travail on 
arrive à ce théorème : 

Si on pose 

<?>»+! (») .= JQ+i + Kl+ix + K* +1 x* + ....+ K:tîx m , 

lorsque l'équation algébrique de degré p , Z— a toutes ses racines réelles, il en est de 
même de l'équation de degré p -f- m 

î m+1 {x)Z+&^ xZ + &f^x*Z» + . . . . + ï ^lM- ^jgw = o. 

La seconde remarquef est celle-ci : 

Si on transforme la formule (54) de mon Mémoire, qui fait connaître les 
nombres de Bernoulli au moyen des nombres K&, 

K 1 1' K % 2' K* (m IV K m 

-°» — 9 « T a •■••TV. / 



2 3 ' 4 ^ ' rn+1 

en faisant usage de la formule (5') qui donne explicitement Kl en fonction de 
m et p , on obtient 

Cette formule faisant connaître les nombres de Bernoulli en fonction des 
nombres du triangle arithmétique de Pascal présente un sérieux intérêt théorique, 
mais, au point-de-vue du calcul effectif des nombres B m , la formule précédente, 
lorsqu'on dispose de notre triangle arithmétique des nombres K&, est bien plus 
expéditive. 



* Comptes-Rendus de l'Académie des Sciences de Paris (1888, 1er Sem., p. 731). 
t Bulletin de la Société Mathématique de France (T. XVII, p. 107). 



152 



d'Ocagne: Quelques propriétés des nombres K?. 



8. Nous croyons utile de donner ici un tableau des nombres Kg plus complet 
que celui qui est contenu dans notre Mémoire. 



K" 


p=l 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


TO=1 
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6 


1 


















5 




15 


25 


10 


1 
















6 




31 


90 


65 


15 


1 














7 




63 


301 


850 


140 


21 


1 












8 




127 


966 


1701 


1050 


266 


28 


1 










9 




255 


8025 


7770 


6951 


2646 


462 


36 


1 








10 




511 


9330 


84105 


42525 


22827 


5880 


750 


45 


1 






11 




1028 


28501 


145750 


246730 


179487 


63987 


11880 


1155 


55 


1 




13 


... 


2047 


86526 


611501 


1379400 


1323652 


627396 


159027 


22275 


1705 


66 


1 













